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INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN CONSTANTA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala — Constanta, 16.02.2013
Clasa a XI-a

Barem de corectare si notare
Subiectul 1

Fie C = AB—BA a) 'C="(A4B)~"(BA)="B'A="A'B=-BA+ AB=C cvvvvrrrrrrrririirivcsrrrrrrsirssssssssss 1p
TrC=0:>C=(x y) .................. 1p; detC=—x" =" <0 corrieiiiiiciiiiee e 1p
y —x
b) (A+B)-'(4+B)=(A+B)-(A-B)=4’ =B ~(AB=BA)=A"=B* = C covvrrrrrrsrsrsrncs 1p
'(4+B)-(4+B)=(A-B)-(A+B)=A> =B +(4B~BA)= A’ =B’ +C oo Ip
Deducem ca det(4” — B +C) +det(4* ~ B ~C) =[ det(4+ B) | +[det(4+B)] 20
Dar det( 4>~ B* +C)+det (4 - B* ~C) =2+ det (4 B HdeLC | s Ip
si deci det(4” - B’)+detC>0=> det (4>~ B?)2 —detC 2 0 (din Punctul )) .ooevcsecivsvcsrsesnse 1p
Observatie. Demonstratia se poate face si prin calcul direct.
Subiectul 2
a) Presupunem cd A este inversabild. Din AB—B4A=A4= P17 R : o S —— Ip
Tr(ABA™ ~B)=2 «vooveee 1p; contradictie cu Tr(4BA™ - B)=Tr (4B4™ )-TrB=TrB-TrB=0. ... 1p

Deci A nu este inversabila.
b) Din punctul a) avem ¢ det 4 =0.Cum 7r4 = Tr (4B - BA) =0 rezultd, din teorema Cayley-Hamilton, ca

A= O, ..... 2p; Demonstrdm prin inductie matematica faptul ¢ 4B"4 = O, pentru orice n>1........ 2p
n=1: ABA=(A+BA)A=4 +BA* =0, Presupunem ci AB"A=0,.Din

AB=BA+A=> AB™ = BAB" + AB" = AB™'A= BAB"A+ AB" A= 0O, .Asadar AB"A =0, pentru orice n>1.
Subiectul 3

g e . a
Notam P = f(a)- 7| % |..... G\ p>0=b =2 lim—2L=lim L | L s cxdes 1
n f( 1) f(z f " n n n n_,ooPn n—)oof n+1 P
M=an+1—an=f( a )_>0 ........................................................................................................ 2p
n+l-n n+l
Atunci, din lema Cesaro — Stolz se obtine ca LY, f(ﬂn_j Y T —— 2p
n n

T .
:hm-%:(}:}hmbﬂ: ........................................................................................ 2p
Subiectul 4

a) 1n”+1:ﬁ+1n£,vnzzjln”_ﬂ_lnizx_n>0’vn22:>”+1>_”_v,122 ......................... Ip

X, hn X, X, x, n X, X

n+l n n+l n

Deci (ﬁ ) este un sir strict descrescator si cum este format din numere strict pozitive, rezulta cd este convergent.
n22

n
.................................................................................................................................................................... 1p
+1 1 2 x "
1nn _ln_n_—_l>0’v 22:)” .x":e",Vnzzz) n ntl . on \Ip>2 (1) ............................. ].p
X, X, n X,, N n n+
e X ; . o
Fie lim— = x € R. Din (1), prin trecere la limitd, deducem x=x-¢* = (e" —l)~x = () =5 % =0 semsee e 1p
n—o n
b) Scriem , _ 7 .Cum %205 Tim 2 = 0 = lim - = +o0 §i €ste strict crescitor, putem aplica criteriul Stolz-
n n n n—o p n—)aoxn
xn
CESATO. wovveeereeeereeeraseaseessesssssesaseessesseasasssaaeseeeeteneesateareaa e s e s s e s e e s b e e st e s et e e st e e b e e e s b s s a e e e s e e s s 2p
xn
+1- 1 " .
n n - n _)1__.>hmxn=1 ...................................................................................... lp
n+l n oy x = 1%
— = gttt -]
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